
Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 1

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 2/r − 3/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 2 â íàïðàâëåíèè (3,−4). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 4 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = 1 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2e−2r/r. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 2/r + 3/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 60◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 5, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −2/r3 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −2/r − 3/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 5, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a è 2a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 4ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 2

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 3/r2 + 3r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 3 â íàïðàâëåíèè (−1,−2). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèë-
ëÿòîðà è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 6 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −1 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4/r2 + 2/r3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 2/r − 4/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 90◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 4, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = 3/r2 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðà-
åêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −3/r − 4/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 6, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

3a è 2a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 5ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 3

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −2/r − 4/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 1 â íàïðàâëåíèè (2, 5). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 5 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −3 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3e−4r2 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −2/r + 3/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå 120◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 3, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = −5/r2 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè
òðàåêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −2/r − 5/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 6, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

4a è 3a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −2ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 4

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 3/r2 − r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 3 â íàïðàâëåíèè (−1, 6). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 1 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −5 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −3e−4r/r. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −2/r − 5/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 60◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 2, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −4/r2 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −4/r − 5/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 6, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

5a è 2a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −6ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 5

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −3/r + 3/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 2 â íàïðàâëåíèè (3,−4). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 6 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −7 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5/r2 + 3/r3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 6/r + 3/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 90◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 6, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = 2/r3 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðà-
åêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −2/r − 6/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 6, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

3a è 2a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −7ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 6

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −2/r2 + 3r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 3 â íàïðàâëåíèè (−1,−1). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèë-
ëÿòîðà è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 6 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −9 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5e−6r2 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 2/r − 7/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå 120◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 7, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −12/r5 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −7/r − 2/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 6, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

6a è 2a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −8ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 7

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 2/r + 6/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 2 â íàïðàâëåíèè (6,−1). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 8 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −2 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −e−6r/2r. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −1/2r + 3/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâè-
æåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî
öåíòðà îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 60◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 8, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = 1/r4 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðà-
åêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −8/r − 3/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 7, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a è a/3. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −9ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 8

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −3/r2 − 2r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 3 â íàïðàâëåíèè (−5,−4). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèë-
ëÿòîðà è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 1 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −6 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2/r2 + 1/r3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −2/r − 1/2r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâè-
æåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî
öåíòðà îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 90◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 9, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −3/r5 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −2/r − 1/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 4, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

2a è a/4. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 9ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 9

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 3/r + 7/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 3 â íàïðàâëåíèè (−3, 1). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 16 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = 0 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4e−r2 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû âîç-
ìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 5/r + 5/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå 120◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 10, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = 2/r4 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðà-
åêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −1/r − 1/2r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 3, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

3a è a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 5ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 10

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 1/r2 + 5r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 3 â íàïðàâëåíèè (3, 2). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 1/4 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −10 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè
êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5e−6r/r. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 6/r − 3/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 60◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 1, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −5/r6 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −2/r − 1/3r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 3, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a/2 è 2a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 6ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?

10



Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 11

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −1/r + 3/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 0.5 â íàïðàâëåíèè (−2,−8). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé
îñöèëëÿòîðà è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −9 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −1/r2 + 6/r3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −1/3r − 3/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâè-
æåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî
öåíòðà îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 90◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 2, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = 2/r5 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðà-
åêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −1/10r − 5/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 3, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a/2 è a/3. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −8ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 12

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 1/r2 − 3r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 3 â íàïðàâëåíèè (1, 2). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 10 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −10 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè
êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5e−9r2 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 4/r + 4/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå 120◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 3, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −3/r4 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −1/4r − 1/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 3, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

5a è a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −12ṙ[ez, r]/r3,
ãäå ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 13

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 2/r − 1/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 5 â íàïðàâëåíèè (1,−6). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 8 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −3 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2e−5r/3r. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 6/r − 1/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 60◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 4, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = 2/r2 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðà-
åêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −1/8r − 1/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 2, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

2a è 4a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 2ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 14

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 3/r2 − 2r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 3 â íàïðàâëåíèè (−5, 12). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 8 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −5 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5/r2 + 2/r3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −2/r + 4/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 90◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 5, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −7/r2 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −1/2r − 1/3r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 2, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a/3 è 3a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 3ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 15

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −2/r − 4/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 10 â íàïðàâëåíèè (−4,−3). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé
îñöèëëÿòîðà è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 1/2 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −1 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè
êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2e−2r2 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −8/r − 2/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå 120◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 6, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −20/r5 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −8/r − 4/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 7, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a è a/4. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −3ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 16

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −1/r2 − r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 4 â íàïðàâëåíèè (−12,−5). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé
îñöèëëÿòîðà è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 1/3 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −4 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè
êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4e−r/r. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 1/r − 5/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 60◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 7, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −1/2r4 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −2/r − 1/2r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 3, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a/5 è 2a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −7ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 17

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 5/r + 6/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 6 â íàïðàâëåíèè (1,−2). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 4 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −9 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −5/r2 + 1/r3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −2/r + 2/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 90◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 8, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = −5/r3 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè
òðàåêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −4/r − 1/4r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 3, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a è a/7. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −5ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 18

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −3/r2 + 6r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 5 â íàïðàâëåíèè (−1,−2). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèë-
ëÿòîðà è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 5 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = 1.5 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −6e−2r2 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −2/r + 6/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå 120◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 9, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = −4/r6 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè
òðàåêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −2/r − 1/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 4, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a è 4a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −20ṙ[ez, r]/r3,
ãäå ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 19

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 1/r − 3/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 4 â íàïðàâëåíèè (−2, 8). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = 0.5 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −2e−5r/5r. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −2/r + 1/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 60◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 10, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = −1/r7 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè
òðàåêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −5/r − 3/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 6, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a/2 è 3a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 15ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?

19



Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 20

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 4/r2 − r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 3 â íàïðàâëåíèè (6, 8). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 1/5 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −2 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè
êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −8/r2 + 2/r3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 6/r − 2/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 90◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 12, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −5/2r4 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −1/4r − 3/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 3, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a/2 è a/4. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 3ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 21

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −2/r + 2/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 4 â íàïðàâëåíèè (2,−1). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 9 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −5 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −7e−3r2 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −5/r − 1/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå 120◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 2, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = −2/r5 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè
òðàåêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −4/r − 1/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 3, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

a/2 è 4a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 6ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 22

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −2/r2 − 8r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 2 â íàïðàâëåíèè (−5, 1). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 4 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −2 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −e−4r/4r. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 5/r − 4/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 60◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 4, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −1/r8 ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðàåêòîðèþ è
çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà
êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −6/r − 6/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 7, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

3a è 4a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −4ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 23

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 2/r − 8/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 5 â íàïðàâëåíèè (3, 4). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 4 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −7 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì
óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −7/r2 + 1/r3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 7/r + 1/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 90◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 5, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = 2/r4 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðà-
åêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −1/5r − 5/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 3, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

4a è 3a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −6ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 24

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = 8/r2 + 4r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy, ñìå-
ùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü 3 â íàïðàâëåíèè (−3, 5). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
è åãî òðàåêòîðèþ.

3. ×àñòèöà ìàññîé m = 8 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −10 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè
êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?

4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −4e−2r2 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû
âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?

5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = −4/r + 2/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå 120◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 12, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = 1/r6 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðà-
åêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −3/r − 2/r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 5, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

5a è 12a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = −8ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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Äîìàøíåå çàäàíèå �9
Äâèæåíèå â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ.

Âàðèàíò 25

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U = −1/r − 1/r2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå/ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå îíà ïîäõîäèò ê öåíòðó. Â êàêîì ñëó÷àå åå äâèæåíèå ôèíèòíî?

2. Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = ṙ2 − 4r2 ïðèâîäÿò â äâèæåíèå â ïëîñêîñòè xy,
ñìåùàÿ åãî âäîëü îñè x íà 2 è ñîîáùàÿ åìó ñêîðîñòü

√
13 â íàïðàâëåíèè (6,−4). Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé

îñöèëëÿòîðà è åãî òðàåêòîðèþ.
3. ×àñòèöà ìàññîé m = 6 äâèæåòñÿ â ïîëå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U = −6 ïðè r < 1 è U = 2 ïðè r > 1. Ïðè êàêîì

óñëîâèè äâèæåíèå ÷àñòèöû ôèíèòíî? Â êàêîì ñëó÷àå åå òðàåêòîðèÿ çàìêíóòà?
4. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 äâèæåòñÿ â ïîëå U = −e−5r/r. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû

âîçìîæíî åå ôèíèòíîå äâèæåíèå?
5. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U = 3/r − 3/r3. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíà äâèæåòñÿ

ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ íà öåíòð ñî ñêîðîñòüþ 5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà
îíà áóäåò ïàäàòü â íåãî/óëåòàòü íà áåñêîíå÷íîñòü?

6. Ñîñòàâüòå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé m = 2, äâèæóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà
ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 60◦, ðàñïîëîæåííîãî âåðòèêàëüíî, âåðøèíîé âíèç. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.
Èçâåñòíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè áëèçêà ê îêðóæíîñòè r = 1/2, ãäå r � ðàññòîÿíèå äî âåðøèíû êîíóñà. Êàêîâû
íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ? Íàéäèòå ïîïðàâêó ê òðàåêòîðèè è çàêîí äâèæåíèÿ.

7. ×àñòèöà â ïîëå U = 5/r4 óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêè òðà-
åêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà r. Áóäåò ëè ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã öåíòðà êîíå÷íûì?

8. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 ïàäàåò â öåíòð ïîëÿ U = −1/r − 1/3r3. Ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû M = 3, ýíåðãèÿ
E = Umax

eff + ε, ãäå Umax
eff � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Êà÷åñòâåííî îïèøèòå òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû. Îöåíèòå ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà, ñäåëàííûõ åþ ïðè ïàäåíèè.
9.Ïðîñòðàíñòâåííûé îñöèëëÿòîð ìàññîé m ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, äâèãàÿñü ïî ýëëèïñó ñ ïîëóîñÿìè

2a è 3a. Ïðè äîáàâëåíèè ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêè δU = ε/r4, ε ¿ mω2a6, îðáèòà íà÷èíàåò
ïðåöåññèðîâàòü. Íàéäèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè.

10. Ìíîãèå çàäà÷è î äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì î äâèæåíèè
â öåíòðàëüíûõ ïîëÿõ. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí â ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè z. Ñëàãàåìîå â
ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ òàêèì ïîëåì, èìååò âèä δL = 6ṙ[ez, r]/r3, ãäå
ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Ïðè êàêîì óñëîâèè äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ïëîñêîñòè xy ôèíèòíî? Íàéäèòå
ïåðèîä åãî äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè, áëèçêîé ê îêðóæíîñòè. Â êàêîì ñëó÷àå ýòà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé?
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